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論 文 内 容 要 旨
本論文では,コンパクトな複素多様体上のCarath6odory測度双曲性と標準束及び余接束の代数幾何的な
正値性の間の数値的な関係を考察した.この2つの性質を繋げるため,caratheodoryiRrJ度双曲性を反映して
自然に定義される内在的特異計量に着目し,その曲率を多重ポテンシャル論的な意味で捉えて計算した.
複素函数論のSchwarzの補題は,｢単位円盤間の正則写像はPoincare体積形式に関する測度を減少する｣
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と測度減少原理として幾何学的に解釈出来る.この測度減少原理の要請の下,poincare体積形式はn次元
複素多様体x上に擬体積形式又は測度として一般化される.その際に測度双曲性なる概念が現れる.例え
ば,x上のCarath6odory擬体積形式
C
vx-sup(g*vl;g:X-Bn:正則)
はその1つの例である.ここでB〝はn次元複素単位球体,V.はその上のPoincare体積形式である.Xが特
異である場合は,Caratheodory測度FL吉として同様に定義される.そしてp吉がOでない時に,XはCarathio
dory測度双曲的であるという.この概念は,有理型写像に対する拡張定理や支配的有理型写像に対する有
限性定理等に応用されている.
一方で,この様な測度双曲性を持っコンパクトな多様体x又は測度自体の性質も興味深い問題である.
実は定義からその多様体は,微分幾何学的にはRicci曲率が負である,代数幾何学的には標準束Kxが豊富
という正値性を持っ多様体に近いことが期待される.実際にその期待を裏づける結果として,｢一般型の
複素射影代数多様体は小林測度双曲的である｣という小林一落合の定理がある.一般型なる条件は,Kxが
巨大という正値性を満たすことで定義される.また小林測度双曲性とは,V三の双対として定義される小林
擬体積形式V三に関する測度双曲性である.そしてこの逆が所謂小林予想と呼ばれ,現在も2次元以下の
場合を除いて未解決な問題である:
小林予想 :小林測度双曲的な射影代数多様体は一般型である.
この問題の意義は,測度双曲多様体に代数多様体の中での位置付けを与えるということである.しかし
アプリオリには,小林測度双曲性というβ〝からの正則写像の性質が,多重標準束の切断の存在を導くこと
が見えない.その意味でも,次の辻元氏による予想が重要である:
辻予想 :標準束が豊富ならば,その上の特異Hermiteil量(vs)~1の曲率カレントJj8万logvxKは半正値
である.
これらの問題が本研究の動機付けになった.つまり,コンパクトな複素多様体で普遍被覆斉がCarath6o
dory測度双曲的な場合にこれらの問題を考察した.ここで,Caratheodory測度双曲性はコンパクトな多様
体には入らないため,被覆上の測度双曲性を考える.実はこのCaratheodory測度双曲性は多様体に非常に
強い制約を与え,例えば曲率カレントJja∂logv妄は常に半正値である.よって,その強い測度双曲性
故の強い結論を期待し,次の問題を提起した:
問題 ･'caratheodory測度双曲性を測る量と標準束及び余接束の正値性を測る量は比較可能であるか? そ
してその比較は,標準束及び余接束の正値性へのCarath6odory測度双曲性の影響を明確にするか?
我々はこの問題を本論文の主題とし,いくつかの関連した結果を得た.標準束及び余接束の正値性には
様々あるが,本論文ではCaratheodory測度双曲性と次の5つの正値性との比較について考察した.
(1)標準束の巨大性 (section3.1)
(2)Bergman核 (section3.2)
(3)部分多様体に沿った標準束の正値性 (section4.1)
(4)標準束の豊富性 (section4.2)
(5)余接束及びその外横束のネフ性 (section5.2)
それぞれについて詳しく述べる.
xはn次元複素多様体,Zはそのd次元複素部分多様体とする.XはXの普遍被覆,Z～はXへのZの引
き戻しとする.KxはXの標準束を表わす.
(1)コン′ヾクトなX上の線束Lに対して,そのテンソルの回数を増やした際に,大域切断の数の最大増大
度を測る量として体積volx(L)がある･Lが巨大であることの数値的な特徴付けは,volx(L),0であ
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る.そして我々はCarathiodory測度双曲性とKxの巨大性との間の次の数値的比較を得た:
定理1:コン-クト正規複素解析空間- してvolx(Kx)≧欝 p;(x)が成り立っ･
証明はBoucksom-Popoviciによる体積の曲率カレント積分表示に,V盲の曲率を適用する･その曲率の定
義や計算の際に,曲率カレントJj 8万logv三の半正値性が鍵となる.
定理2:V三の曲率をKv芳:-
2n(JjaBlogv三方C
(n+1)〝n! V妄 によって定義すると,Kv妄≦-1を満たす.
ただし,acはLebesgue測度に関するLebesgue分解の絶対連続部分である.
(2)Bergman核形式なる内在的擬体積形式は,代数幾何学の様々な正値性を解析的に研究する際に重要な
道具である.よって,Bergman核形式とcaratheodory擬体積形式の関係を見出すことは,我々の問題意識
から見ても重要である.これに関しては,我々は次の結果を得た :
定理3:Caratheodory測度双曲多様体xが滑らかなコンパクト商を持てば, X＼Zero(vs)上 で X の
Bergman核形式と計量は正である.
証明については,B.-Y.Chen氏による方法を適用し,条件を満たす上2正則〝形式の存在を示す.つまり,
有界な強多重劣調和関数をウェイトとした標準的な∂作用素のエ2評価式を用いる.その有界な強多重劣
調和関数はXのCaratheodory測度双曲性から構成される.
(3)コンパクトなx上の線知 のZに沿った正値性を測る代数幾何的な量の1つは,制限型体積volxEz(L)
である.それは体積の定義において,Xに拡張可能なZ上の大域切断のみを考えたものである.
一方,我々はこの概念に対応するCaratheodory擬体積形式の制限型 vJCyIZ(制限型 caratheodory擬体積
形式と呼ぶ)を導入した:
vflZ-SuPi(flz:_.:_.辛_d!(n+1)d(J] 8-alogvIY)f:XぅBn:正則 ).
測度 FL妄TZも同様に定義される.この概念は本質的にはDIA.Eisenman氏によって既に考えられていた
が,我々の目的で用い易い形に書き換えた.
そして,この2つの制限型の概念に対する(1)の制限型版が成り立っと予想した.著者は今のところ,この
予想が成立することを確認出来ていない.しかし,予想のZには Z¢Zero(vg)という仮定が不可欠で
あることが分かる.そしてこの予想に関する我々の結果は,V妄lZをある代用品 VxCIZに取り替えた予想は
正しいということである･この代用品V-xCEzはV妄lzの定義でCaratheodory臨界写像のみを用いるもので
あり,Caratheodory臨界写像とはCaratheodory擬体積形式の上限を達成する写像である.
定理4:コンパクトなx内の既約閉なZはZ¢Zero(vs)を満たすとする･このとき次の様な比較が出
実は,左霊 123.惣 xE:～三 ㌧ の定数のままではこ｡定理は成り立たない.
来る:
証明の流れは(1)と同じである.まずBoucksom-Popoviciの公式の久本氏と松村氏による制限型版を適用す
るため,Zと曲率カレントに対する仮定が今の状況で成り立っことを確認する.その際に次が必要である:
補題 5:Kxのn｡n-amplel｡cusが Zero(vH に含まれる.
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その後,定理2に対応する不等式を示す.ただし久本一松村の定理を適用するために,絶対連続部分を使っ
た積ではなく,Boucksom-Eyssidieux-Guedj-Zeriahiによって導入されたnon-pluripolarMonge-Am pとre積<･>
を用いた形で示す必要がある:
定理6: ((Jjablogv妄)Li)a),一撃 V-EC.zT･
(4)ここでは強caratheodory測度双曲性 (i.e.,vf,o)について詳しく考察する.まずH.Wu氏によって証
明なしで述べられている次の事実に注意する.
定理7:Jja∂logv吉 は X ＼Zero(vi)上で狭義正値である.
このときRichbergの正則化により,Xが強caratheodory測度双曲的ならば,コンパクトなXの標準束Kx
は豊富になる.しかしこの証明は数値的な関係を導いていない.ここで,豊富性の数値的判定方法はNakai-
Moishezon-Kleimanによると,d,0なる既約閉なZとの交点数(KS･Z)が全て正になることである.そ
こで(1)と(3)を合わせることで,強caratheodory測度双曲性と標準束の豊富性との数値的な比較が出来る:
定理8:コンパクトなxに対して,Xが強caratheodory測度双曲的であるとする.このときd>0なる既
約閉なZに対して,(KfJ)≧欝 P-PcEZ(Z)が成り立-･
(5)以上まではコンパクトなx上の標準束についてのみ考察をしてきたが,余接束rx,更に一般にそのd
次外積束 E2空の正値性に対しても,これまでと同様の数値的な比較が可能であるかどうかという問題は極
めて自然である.この場合,それらの正値性はAdⅨ の射影化東上に自然に定まる線束O｡(1)の対応する
正値性によって定義される.今の状況では,XのCaratheodory測度双曲性を測るCaratheodory計量という
複素Fhsler計量が AdⅨ 上に自然に入る.この計量から誘導される0｡(1)上の特異Hemite計量を用いる
ことで,H.Kratz氏はXが強caratheodory測度双曲的ならば,rxがネフという正値性を持つことを示し
た.しかし,その証明も数値的な比較を行っていない.そこで,我々はKratz氏の主張の次の様な数値的版
を示した:
定理9:コンパクトなxに対して,Xが強caratheodory測度双曲的であるとする.このとき任意の既約閉
なZに対して,(od(1)d･2)≧d!(d+1)a(42T)aFLl!.Z～(Z)が従う･ここでZはZから自然に誘導されるAdTXの
射影化束内の部分多様体である.
この証明もvJCyIZの曲率が-1以下である事実に帰着する･その曲率の不等式は(1),(3)と同じ方法で示
せるが,Eyssidieux-Guedj-Zeriahiによって展開された複素Monge-Am pere方程式の粘性劣解によるアプロー
チを適用しても,この不等式は証明出来る.
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論文審査の結果の要旨
複素多様体上には小林擬体積形式およびカラテオドリー擬体積形式が定義される｡擬体積形式が非自明
になる時､複素多様体はそれぞれ小林測度双曲多様体､カラテオドリー 測度双曲多様体であるといわれる｡
擬体積形式が非自明より強く､各点で正となるとき､それぞれ強小林測度双曲多様体､強力ラテオドリー
測度双曲多様体であるといわれる｡
小林一落合により､一般型の複素射影代数多様体は小林測度双曲多様体であることが知られている｡小
林は､逆に小林測度双曲的複素射影代数多様体は一般型であると予想した｡
菊田氏は小林測度双曲性の仮定を､より強いカラテオドリー 測度双曲性に置き換えれば予想が成り立っ
ことを示した｡
n次元コンパクト複素多様体Ⅹの直線束Lの体積vol(L)はLの多重テンソル積の切断の数の漸近挙
動により定義される｡
菊田氏は､標準束Kの体積vol(K)がⅩのカラテオドリー測度より下から評価される事を示した｡特
にカラテオドリー 測度双曲複素射影代数多様体は一般型となる｡
この結果は単に一般型を示すのではなく､Kの体積とカラテオドリー測度が数値的に比較可能である
ことを示している｡
菊田氏は､Ⅹの部分多様体に制限しても､やはり同様な数値的比較が可能であることを示した｡
ZをⅩのd次元部分多様体とする｡
Ⅹ上の直線束LのZへの制限体積は､Z上のLの多重テンソル積の切断のうちⅩ全体へ拡張可能な切
断の数の漸近挙動により定義される｡
菊田氏はZ上に新たな制限カラテオドリー 擬体積形式を導入し､Zが特殊な部分多様体でなければ､標
準束KによるZの制限体積は､制限カラテオドリー 測度より下から評価される事を示した｡
特にⅩが強力ラテオドリー 測度双曲的ならば､Kのd回テンソル積とZの交点数は､制限カラテオド
リー 測度より下から評価され､Kの豊富性が数値的に比較されることを示した｡
菊田氏は他に､微分形式のなすベクトル束の正値性に関する結果も得ている｡
測度双曲性の理論において､従来は定性的な性質を調べる事に重点がおかれていたが､菊田氏の研究に
より､より詳しく定量的な研究が可能である事が分かった｡
この結果は彼が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している｡し
たがって､菊田伸提出の博士論文は､博士 (理学)の学位論文として合格と認める｡
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